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Chapitre 9 — Exercice guidé page 279
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1. f(M) = M si et seulementsiz’ = z c¢' esta dire ;—1 = Z.

) 4 . _1 7 . \ N\
Pour z # —1, I'équation z: = zéquivautaz—1=2z2+zdoncaz?= —1.

Les solutions de cette équation sont iet-i.
Par conséquent, les points invariants par f sont les points d’affixes i et - 1.

2.a. Oncalcule (z' —1)(z+ 1) :
@ -DE+D)=(5-1)(z+1)
_ ((z—l)—(z+1)) (Z n 1)

2Z+1
= —m(z + 1)
= —2 pourz # —1
Onadoncbien (z’' —1)(z+ 1) = —2 pour toutz # —1.

b. De la relation précédente, on déduit que, pour z # —1,
|(z' —1D)(z+1)| =|-2|=2.

Or, par propriété du module, |[(z' — 1)(z+ 1)| = |z — 1| X |z + 1]
Donc |z’ — 1| X |z+ 1| = 2 pourtoutz # —1.
Ceci signifie géométriquement que :

AM’xBM = 2 pour tout point M autre que B. (1)

On déduit aussi de cette relation, pourz # —letz' # 1,
arg((z' = 1)(z+ 1)) = arg(—2) = (2m).

Par propriété des arguments,
arg((z' = 1)(z+ 1)) =arg(z’ —1) +arg(z+1) (2m)
donc arg(z’ —1) +arg(z+ 1) = (2m).
On peut remarquer que z' = 1 est impossible (carz —1 # z 4+ 1) donc
pourtoutz # —1, arg(z’ — 1) +arg(z+ 1) = n (2m).
Géométriquement, on en déduit que :

(4, W) + (4, W) = 1 (2m) pour tout M différent de B. (2)
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3. Si M appartient au cercle de centre B et de rayon 2, alors BM = 2 donc,
d’apres la relation (1), AM’x2 = 2 soit AM’ = 1.

Si M appartient au cercle de centre B et de rayon 2, le point M" appartient au
cercle de centre A et de rayon 1.

4.a.p+1= —-1+iV3donc|p+1|=V1+3=2.
Alors p +1 =2(—%+%§) =2(cos(2?ﬂ)+isin(2?n))
2T

Donc, sous forme exponentielle, p + 1 = 2e's.

Montrons que P appartient au cercle C :

BP=|p—b| =|p+ 1| = 2.Par conséquent P appartient bien au cercle de
centre B et de rayon 2.

b. Pour montrer que les points A, P’ et Q sont alignés, déterminons
(AP, AQ) :

(AP, AQ) = arg (1=2) = arg(q — ) —arg(®’ ~ 1) (2m)

Par la question 2.b., on sait que arg(z’ — 1) + arg(z+ 1) =t (2m),
donc, en particulier, arg(p’ — 1) + arg(p + 1) =t (2m).

Par conséquent (AP7,AQ) = arg(q — 1) —  + arg(p + 1)

=arg((@—-D@E+D)+m (2m)
Sachantqueqg = —p,ona

(@-DE+D=Cp-DE+1)=-p+1/°
Donc arg((q —1)(p + 1)) = (2n) puisque (g — 1)(p + 1) est un réel
négatif.

Par conséquent (ﬁ, ATQ) =0 (2m).
Les points A, P’ et Q sont donc alignés.

On peut méme préciser que les vecteurs AP’ et A—Q) étant colinéaires de
méme sens, le point P’ appartient a la demi-droite [AQ).
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Construction de P’ :

Le point P étant placé, on place le point R d’affixe p, symétrique de P par
rapport a 'axe des abscisses, puis le point Q d’affixe —p , symétrique de R
par rapport a O. (Le point Q est aussi le symétrique de P par rapport a I'axe
des ordonnées).

Le point P’ appartient a la demi-droite [AQ).

De plus comme P appartient au cercle C (question 4.a.), le point P’
appartient au cercle C' de centre A et de rayon 1.

Le cercle C' et la demi-droite [AQ) ont un seul point commun, c’est donc le
point P’.
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