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Chapitre 9 - Evaluer ses capacités - Exercice 152

1. Cherchons si deux des points M, N et P peuvent étre confondus.

= Les points M et N :

M et N sont confondus si et seulement si z = z? c'est-a-dire z(1 — z) = 0 ce
qui équivautaz =0ou z = 1.

Comme M est différentde Oetde B,z # 0 etz # 1 donc M et N sont
distincts.

= Les points N et P :

N et P sont confondus si et seulement si z? = z3 c'est-a-dire z?(1 —z) = 0
ce qui équivautaz =0ou z = 1.

On conclut comme dans le cas précédent que N et P sont distincts.

= Les points M et P :

M et P sont confondus si et seulement si z = z3 c'est-a-dire z(1 — z%) = 0
ce qui équivautaz=0ou z=1ouz = —1.

Comme M est différentde A,deOetde B,z # —1,z # 0etz # 1 doncMet
P sont distincts.

On a donc montré que M, N et P dont deux a deux distincts.

2. a. MNP est rectangle en P si et seulement si PM? + PN? = MN? ce qui
s’exprime avec les nombres complexes sous la forme suivante :
1zy — zp|? + |2y — 2p|* = |2y — zy|?
soit
|z-2°12+ |22 =2°|? = |22 = z|* (D)
En factorisant chaque expression et en utilisant la propriété du module d'un
produit (égal au produit des modules) on obtient :
(1) & |z*11 = z*|11 + zI* + |z|*]1 = z|* = |z|*|z - 1]*
Commez #0etz # 1, |z| et|1 - z| sont non nuls donc on peut simplifier
I'égalité précédente par |z|?|1 — z|? ce qui donne
(HDe |1+z2+|z)2 = 1.

On a donc montré que le triangle MNP est rectangle en P si et seulement si
|11+ z|?> + |z]* = 1.
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b.[1+z?°+|zP=11+2)QA+2)+zz=1
S14+2)0+2)+2zz=1
S z+ zZ+ 22z =0.
D’autre part,
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S z+ zZ+ 22z =0.

2 3l 2 2 _ 1 H_1
On en déduit que |1 + z|* + |z|* = 1(=>(z+2)(z+2)—4.
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C. (z + —) (z + —) = — s ecrit aussl |Z + —| = — QU encore |Z + —| = —car

2 2 4 2 4 2 2

|Z + %|est positif ou nul.

On a montré que, pour un point M autre que O, A et B, le fait que le triangle
MNP soit rectangle en P équivauta [1 + z|2 + |z|? = 1

N 1 1 1
puis a (z+—)(z+—)=—
2 2 4
) . 1 1
Solt encore a |Z + E| = 2

s : 1 e 1
qui s’écrit aussi OM = -, €nnommant Q1 le point d’affixe — p

Donc MNP est rectangle en P si et seulement si OM = %

L’ensemble C est le cercle de centre Q(— %) et de rayon %, privé de A et O.
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