Chapitre 8 — Exercice guidé page 243

1.a. I(x)=[2t—%t2])1c=(2x—%x2)— (2—%): 2x—%x2—§

que I'on écrira plutot en ordonnant : I(x) = —%xz + 2x — %

b. Pourt > 1, comme t est strictement positif,

2-t < % & 2t - t? < 1 (on multiplie chaque membre par t)
S 0 < (t—1)>2
Comme 0 < (t — 1)? pourtoutt >1,0onaaussi2 —t < %pour toutt > 1.

: 1 :
Les fonctions t +— cett 2 - t sont continues sur [1;x] pourx = 1.

Donc on peut « intégrer l'inégalité » 2 —t < % pour t allantde 1 a x

(propriété 4 page 238).
On obtient ainsi, pour tout x > 1,

X x1
J;@-vdt < [[-dt

. 1 3
soit —Ex2+ 2x—ESlnx.

2. On remarque que h(x) n’est autre que I(x) trouvée a la question 1a.
a. ff h(x)dx = [—%xS + x? —gx];}
1 3 1 3
=(-Ix64+16—32x4)— (-1+1-3)
64 1 1
- (-2+10)- 2

= -2 4110+:= -Z+10+-= 0.
6 2 2 2
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Interprétation graphique :

Idée : pour interpréter graphiquement ce résultat, on doit faire appel au lien
entre aire et intégrale.

Graphiquement, il semble que h soit positive sur [0 ; 3] et négative sur [3 ; 4].
On doit donc considérer partager I’intégrale en deux intégrales pour pouvoir
les interpreter en termes d’aire.

On lit graphiquement que A = O sur [0; 3] et h < 0 sur [3; 4].

Par la relation de Chasles, ff h(x)dx = ff h(x)dx + f: h(x)dx avec :

. ff h(x)dx égale al'aire de la partie
en jaune sur la figure ci-dessous, en

unité d’aire puisque h = 0 sur [0 ; 3],
. f: h(x)dx égale al'opposé de 'aire

de la partie en vert sur la figure ci-
contre, en unité d’aire, puisque h <0
sur [3; 4].

De ff h(x)dx = 0 on déduit que ff h(x)dx + f: h(x)dx =0

Donc ff h(x)dx = — f:h(x)dx.

Ceci signifie que les parties du plan en jaune et en vert ont la méme aire.

b. Pourx > 0, g(x) = u(x)v(x) avec u(x) = x, v(x) = Inx.
Donc g est dérivable sur ]0; +oo[ et g’ (x) = u'(x)v(x) + ulx)v'(x)
soit g'(x) = 1 + Inx.

Par conséquent pour tout x = 0,Inx = g'(x) — 1. Donc une primitive de la
fonction In sur ]0 ; +oof est la fonction x - g(x) — x, c'est-a-dire
x P xlnx —x.
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Sur [1;4],In (x) = h(x) par la question 1.b. et In et h sont continues donc
A= ff(ln(x) — h(x))dx u.a. (propriété 5 page 240).

A=f141nxdx—f14h(x)dx en u.a.

Comme ff h(x)dx = 0, on obtient A = ff In x dx.

De la primitive de la fonction In trouvée précédemment, on déduit que

A=[xInx - x]LlL enu.a.soitA= (4ln4—-4)—-(0—1) =4In4 — 3 enu.a.
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