mathx

Chapitre 8 — Evaluer ses capacités — Exercice 78

1. La fonction f est dérivable sur [0 ; +oo[ et pour tout x > 0,
f(x) = e*®@ avec u(x) = —x?donc f'(x) = u'(x)et® = —2xe™*".
Pour toutx > 0, f(x) < 0 donc f est décroissante sur [0 ; +oo].

2.a.f(0)=1et f(1) =e L.

b. Quand x tend vers +o0 ,—x? tend vers —oo donc e~ tend vers 0 par
théoreme de composition.

On a donc XILTOO f(x)=0,

Graphiquement, on en déduit que la droite d’équation y = 0, c'est-a-dire
'axe des abscisses, est asymptote a la courbe C en +o.

Allure de la courbe C :

11A
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3. a. La fonction f est continue car dérivable et positive sur [0 ; 1] donc K
est la mesure de 'aire, en unité d’aire, de la partie du plan comprise entre la
courbe C, I'axe des abscisses, les droites d’équations x = 0 et x = 1 (partie
en gris sur la figure ci-dessous)

Cette aire est inférieure a celle du carré de c6té 1 et supérieure a celle du
rectangle de dimensions 1 et e~ représentés ci-dessous :

K<1 K>1xel

On adoncbien e’ <K < 1.

b. Pour démontrer cet encadrement, on encadre f sur [0; 1] :
f est décroissante sur [0 ; 1] avec f(0) = 1 et f(1) = e donc pour tout x
de[0;1], e < f(x) < 1.

Comme f est continue et 0 < 1, on peut « intégrer cet encadrement » de 0 a
1 (propriété 4 page 238) :

1 1 1
j e ldx < j f(x)dx < j 1.dx
0 0 0

ce qui s’écrit encore :

1 1 1
e‘lJ dx < j f(x)dx < j 1.dx
0 0 0

On obtient e_l[x](l) <K< [x]1 soit 71 < K<1.

0’
4. a. On sait que pour tout x telque 0 < x <1, ona0 <x?’<x < 1.
Donc, en multipliant par —1, pour tout x telque 0 < x < 1,
ona 0> —x?> —x > —1.
Par croissance de la fonction exponentielle, pour tout x de (0 ; 1],

e >e* >e ¥ >el,
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On a doncétabliquesur[0; 1], e™ < e < 1.

b. Les fonctions en jeu dans 'encadrement précédent étant continues, on
peut « intégrer cet encadrement » de 0 a 1 (propriété 4 page 238):

1 (O 1
j e *dx < f e X dx < f 1.dx
0 0 0

SKS[x]1

: 1
X
soit [—e 0

- ]0 ce quinousdonne 1—e ' <K< 1.
, . — k k+1
5. a. Méthode : pour encadrer I’intégrale de f sur [Z‘T]' on encadre f(x) sur

cet intervalle puis on « integre I’encadrement »

Pour 0 < k < n —1,l'intervalle [S,%] est inclus dans l'intervalle [0 ; 1].

k k+1 k K\ .
Pour tout x tel que ~<x <——onaf (Z) >fx)=f (Z) puisque f est
décroissante sur [0 ; 1].

: kK k+1 N i s
Comme f est continue et — < —, on «integre cet encadrement » (propriété

4 page 238) :
k+1 k+1 k+1

]ETf(g)dxz fETf(x)dxszTf((:l)dx

n n n
ce qui s’écrit encore :

ﬁ v k+1 ﬂ
] fE fdx = f (<= f

k+

c'est-a-dire :

G EG-R= [T

f(x)dx>f(k+1)<k+1—ﬁ)

S|

On obtient donc, pour0 < k <n-—1:
k+1

f Fedxz £

k+1>

qui s’écrit encore :
k+1

i ()= [T s 5 G)

n
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Remarque
Cet encadrement s’interpréte graphiquement comme I’encadrement de I’aire de

la partie du plan située entre la courbe C, I' axe des abscisses et les droites

d’équations x = - et X = k— par les aires des rectangles de base [— 1l et de

hauteur respectlves f ( )et f ("+1) :

k+1 k+1
F() < [ reoa |7 reoar< 5 (5)
— S X X X X s — —
n n E E n n
n n
1] 1
e 1)
k+1
i =
0,0 042
0 13 kEH1 1 0 ;‘_ 'I‘_+_] 1
n n T T

c. On écrit les encadrements obtenus précédemment pour kdeOan —1:

pourk =0 : %f(%)s fO%f(x)de %f(O)
1

pourk =1: Zf(%)g fff(x)dxs %f(l)

n

pourk=n—1: %f(%)ﬁ féf(?f)dxg %f(n—_l)

n

En ajoutant membre a membre ces encadrements, et en utilisant la relation
de Chasles pour les intégrales, on obtient :

1
%(f (%) +oof (%)) < fo fx)dx < %(f(O) +of ("n;l) )
c'est-a-dire :
Uy —=f(0) SK<u, —=f (3).
Ayant f(0) = letf (%) = f()=¢el= l on en déduit que, pourn = 2,
1

un——<K<un—E
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Remarque
Ajouter membre a membre les encadrements obtenus a la question b. revient

graphiquement a encadrer I’aire de la partie du plan comprise ente entre C, I’axe
des abscisses et les droites d’équations x = 0 et x = 1 par la somme des aires
des « rectangles inférieurs » et la somme des aires des « rectangles supérieurs ».

1 :
K<u,— — apour amplitude :
1

) 1
d. L’encadrement u,, — -~ <
o ne noon)  n

On cherche doncn = 2 tel que % - i <107%
<10t o (1-2) <10 e (1-)10* <n
n e e

n ne

Comme (1 — %) 10* % 6321,2, on en déduit qu'il faut prendre n > 6322
pour obtenir un encadrement de K d’amplitude inférieure ou égale 2 10™*.

e. Algorithme
VARIABLES : u, n, k nombres
INITIALISATION :

u prend la valeur 0

n prend la valeur 6322
TRAITEMENT :

Pour k de 0 a n Faire

u prend la valeur u + %f (S)

FinPour
SORTIES :

Afficher u - %
Afficher u — —
ne

Math’x Terminale S © Editions Didier 2012



