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Chapitre 8 — Evaluer ses capacités - Exercice 77

1. a. Les fonctions f,, sont continues et positives par énonceé et 0 < 1, donc
(voir page 240), I,, est I'aire, en unité d’aire, de la partie du plan située entre
la courbe C,,, I'axe des abscisses et les droites d’équations x = 0 et x = 1.

b. D’apres le graphique, I; < I, < I5. Il semble que la suite (I,,) soit
croissante.

2. a. Pour montrer que la droite d’équation y = 1 est asymptote a la courbe
C, en +oo , il faut montrer que la limite de f,, en +o est égale a 1.
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(1 4+ x)™ tend vers +oo donc T

Par conséquent, lIm f,(x) =1, ce qui prouve que la droite d’équation y = 1

est asymptote a la courbe C,, représentant f,,.

De plus pour tout n de N et pour tout x réel,e™ > 0 et (1 + x)™ > 0 donc

e—x

T > (0 et par conséquent f,,(x) < 1.

La courbe C,, est donc en dessous de la droite d’équation y = 1.
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b. Pour comparer f,,,,(x) et f,,(x), on étudie le signe de f,,,,(x) — f,(x).
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Pour toutn de N, et tout x > 0, (;—:)n >0, 1+x>0-etx > 0.
Donc fn+1(x) - fn(x) = 0 c'est-a-dire fn+1(x) = fn(x)

Remarque
On peut controler sur le graphique que 1 > f5(x) = f,(x) = f;(x) au moins sur
[0; 1].

Les fonctions f, et f,,;+1 sont continues sur [0; 1] (avec 0 < 1) et
frn+1(x) = f,,(x) pour tout x de [0 ; 1].

En « intégrant cette inégalité » (propriété 4 page 238) de 0 a 1, on obtient :
fol frs1(0)dx = fol frn(x)dx c'est-a-dire I,,,; = I,, pour tout n de N.

La suite (I,,) est donc croissante.
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3. a. La partie du plan considérée est colorée en bleu.

C(O(Eg

b. Sur [0; 1], f;, est continue et f,,) < 1 donc (propriété 5 page 240)

a, = fol(l — fo(x))dx enu.a.

c. On sait que pour toutnde Nettoutx >0, f,,(x) <1donc0 <1 — f,(x).

e X
(1+x)n’

Démontrons l'autre inégalité : 1 — f,,(x) =

Pourx > 0,—x < Odonce™ < 1.

e ¥ 1
a+x)™ = (1+x)"

En multipliant par 1/(1 + x)™, positif, on obtient

1

c'est-a-dire 1 — f,,(x) < T

On a donc établi que pour tout n de N et pour toutx > 0,

1
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0<1-f,(x)s
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d. Onavuque a, = fol(l — fn(x))dx .

ou les fonctions en

En intégrant 'encadrement 0 < 1— f, (x) < 7=,

jeu sont continues,de 0 a1 (0 < 1), on obtient:
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TR dx soit 0<a,< [ dx
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yodx< [[(1-f0)dx < [

1
(1+x)n

Calculons fol dx pourn=2;:

1

fl —dx = fol(l +x)"dx = [ (1+ x)—n+1] 1

0 (1+x)" -n+1 0
11 1
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Par conséquent, pour tout n > 2, [ ——dx < —
quent, p =% Jo @ron ™t = nor

1
Ona doncpourtout n=>2, 0 <a, =—-

1 . . 14 N
Comme — apour limite 0 quand n tend vers +oo, par le théoreme des

gendarmes, on déduit que la suite (a,) a pour limite 0 quand n tend vers
+00,
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