allectio

Chapitre 8 — Evaluer ses capacités — Exercice 76

e—x

Lau +u = [ — dx+f01

e dx par définition de la suite (u,).

1+e X

Par linéarité de l'intégrale,

+ —f( L& ) —f11+e_xd —f11d
ot ™= ) Txer 1+ex) ™7 J T4 ) =

d'ou uy + u; = [x](l) = 1.

1

b.u;, = fol 1i;-x dx = fol —;1(:;) dx avec u(x) = 1 + e™¥, strictement positif

sur [0; 1].

Doncu, = — fol W g = —[ln(u(x))](l) = —(In(1+e ) —1In(1+e%)

u(x)

soitu; = —In(1 + e 1) + In 2 ou en transformant

w =In(25) = In(2).

1+e71 e+1

De la relation précédemment démontrée, u, + u; = 1, on déduit que

Uy = 1—1n(£) =1ne—ln(£) =ln(§eel> =ln(e.%:) = ln(%l).

Math’x Terminale S © Editions Didier 2012



2. Methode : pour étudier le signe d’une intégrale, on étudie le signe de la
fonction a intégrer sur I’intervalle d’intégration.

Pour tout x de [0 ; 1], pour toutn de N,

e ™ >0etl—e*>0donc — —
1+e

° nfx > 0 sur [0; 1], par la propriété 4 page 238 on

1+e

Commede plus0<1et

e—nx

4 = 1 1 \ . yd
déduit que fo dx c'est-a-dire que u,, > 0 pour tout x réel.

1+e™%

1 e—(n+1)x

X+ [ <—dxpar

3.a.PourtoutndeN, u,,; +u, = f 0 146X

0 1+e™%
définition de la suite (u,).

Par linéarité,

1 e—(n+1)x p~nx 1 e—(n+1)x 4 e X
Uptq + Uy = + dx = dx
nr fo (1 +e* 1+ e—x> ]0

(1+e™%)
donc
1 e—nx—x + e—nx
Upsr T Uy = '[0 (1+e™) dx
LemX(e™* + 1)
Upyr T Uy = jo (1+e™) dx

1
Upyq T Uy = j e "dx
0

On calcule alors [ 01 e ™ dx:

f01 e ™dx = fol e*@dx avec u(x) = —nx.
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Onau'(x) = —n donc u'(x)et® = —pe™nx,

Par suite, f01 e ™dx = —%fol(—ne'”x)dx = —% [e'""]1

0

On en déduit alors que

_a—n
n 1—e

1, _ :
Unsr + Uy = ——(e7" = e?) soit uypq + U, =

n

b. On sait que pour toutn, u,, = 0 doncu,,,; = 0 pour toutn de N.

-n -n

— 1—

e 7 .
De uy4q + u, = —on déduit alors que u,, <

— pour tout n de N.

1-e™ ™

4. On sait que pour toutnde N, 0 < u, < "

Quand n tend vers +oo, e " tend vers 0 donc 1 — e™" tend vers 1 et par

1-e™
tend vers 0.

théoreme d’opération,

Par le « théoréeme des gendarmes », on en déduit que la suite (u,) a pour
limite 0 quand n tend vers +oo.
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