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Chapitre 7 - Exercice guidé page 205

Partie A
Conseil
Représenter graphiquement la fonction g sur une calculatrice pour

controler graphiquement les résultats obtenus au cours de I'étude.

eLimite en 0

On sait, par propriété que lin& xInx =0, donc par théoreme d’opération,
X—

lim g(x) =0.
x—0

e Limite en +o0
On est face a une forme indéterminée (du type « co — oo »).
En mettant x en facteur: g(x) = x(1 — Inx)

ou lim 1—Inx =-o00et lim x = +o00.
X—+00 X—+00
Par théoréme d’opération, on en déduit que donc lim g(x) = —c0.
x—+00

e Sens de variation

Le sens de variation de g est donné par le signe de sa dérivée.
Onag(x) = x- u(x)v(x) avecu(x) =xet v(x) = Inx.
Donc g est dérivable sur ] 0 ; +oo[ avec:

g =1-—wWwmvkx)+ ulx)v'(x)) =1—-(Inx + x. %) =—lnx

Donc g’(x) est du signe opposé au signe deln x :

Si0<x<1,Inx <0doncg’(x)>0

Six=1,Inx =0doncg(x)=0

Six>1,Inx >0 doncg’'(x) <0

On en déduit que la fonction g est strictement croissante sur ]0; 1] et
strictement décroissante sur [1; +co.
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Conseil

Bien connaitre le signe de In x. Celui-ci s’obtient grace a la stricte croissance
de la fonction In et a la valeur particuliere In 1 = 0. On peut le retenir
graphiquement :

Inx >0 pour x >

Inx <0 pour0<x<1

Partie B

1. Lasuite (u,,) semble décroissante et convergente vers 0.
On peut émettre ces conjectures a l'aide d’'un tableau de valeurs de la suite.

n dn
B o.ovu [EEEEEE]  2E-S
B B.BE-13 10 2.2E-B
7 I.3E-3 1 2E-"
B 1.7E-U 12 1.BE-H

n
2.a.Pourtoutn > 1, v, = ln% = lne" —Ilnn"=n—Inn.

b. On a v, = g(n) pour tout n > 1.
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La fonction g est strictement décroissante sur [1 ; +oo[ donc pourn =1, on
a: 1 <n<n+l1=g9mn)>gn+1).

Autrement dit pour tout n = 1,v,, > v,41.

Par stricte croissance de la fonction exponentielle, de v,,,; < v, on déduit
que e'nt1 < e¥n ¢'estadire u,,; < u, pour toutn > 1.

La suite u est donc décroissante.

3.a. Pourtoutn > 1, e" et n sont strictement positifs donc u,, > 0.
De plus la suite u étant décroissante, pour toutn > 1, u,, < uy.

Commeu; = eona,pourtoutn = 1,0 < u, < e.

La suite (u,) est donc bornée par 0 et e.

3.b. La suite (u,) est décroissante et minorée donc elle converge.

On a, pour toutn = 1, v, = g(n) avec lirP g(x) = —o0,
X—+00
On en déduit que lim g(n) = —oo c'est-a-dire lim v, = —o0.
n—+00 n—+o0

De v, = Inu,, pourtoutn > 1, on déduit que u,, = e"»,

Comme lim v, = —ocoet lim e* =0, par théoreme de composition, on
n-+oo X—>—00
peut conclure que lim wu, = 0.
n—>+oo

La suite u converge donc vers O.
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