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Chapitre 6 — Evaluer ses capacités - Exercice 94

1. Limite en +oo :
— —-X 1
Onaf(x) = xe™* X e,

Par la propriété 5 page 172, lim xe " =0,

: . 1
Par théorémes d’opérations, lim x*+1=+w donc lim ——=0,
X—>+00 x—+0 X 41

Par conséquent lim f(x) =0 par théoréme de produit.

On en déduit que la courbe représentative de la fonction f admet I'axe des
abscisses pour asymptote en +co.

2. Etudions la fonction g :

La fonction g étant une fonction polyndme, sa limite en +oo est celle de son
terme de plus haut degré x*. Donc lim g(x) = +o.

De plus g est dérivable et g'(x) = 3x?+ 2x + 1, somme de 1 et de termes
tous positifs ou nuls quand x > 0. Donc g’'(x) > 0 sur [0 ; +oo[.
On en déduit que g est strictement croissante sur [0 ; +oo].

De plus g est continue car dérivable sur [0 ; +oo].
Comme g(0) = —1et X'LTO g(X) =+00, 0 appartient a I'intervalle

[9(0); lim g(x)[=[-1;+00 [.

Conseil : s’aider du tableau de variations complété ci-dessous :

L’équation g(x) = 0 aune unique solution dans [0 ; +oo[.
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3.a. Ona f(x) = 4D vec u(x) = xe ™ etv(x) = x*+ 1.

v(x)
La fonction f est dérivable sur [0 ; +oo[ et f'(x) = = (x)v((x)(_;t)(zx)v L)
vX

avecu'(x) =e™ — xe™* =e*(1 —x)etv'(x) = 2x.
Par conséquent :

f’(x) _ e ¥A-x)(x%+1D)—xe ¥ 2x e F((1-x)(x%+1)—2x%) e *(x2+1-x3-—x—2x2)
- (x2+1)2 - (x2+1)2 - (x2+1)2

) N ! _ _g(x)e_x
dou f'(x) = ETETR
Sachant que (x? + 1)2 > 0 et e ™ > 0, on en déduit que f’(x)est du signe de
—g(x), c'est-a-dire que f'(x) est du signe opposé a celui de g(x).

b. Du sens de variation de la fonction g, sachant que g(a) = 0, on déduit
que :

*Sur [0; a], g(x) < 0donc f'(x) = 0 et la fonction f est croissante.

= Sur [« ; +oo[, g(x) = 0 donc f'(x) < 0 etlafonction f est décroissante.

Remarque

On peut aussi dresser le tableau de variations de f, mais ce n’est pas
obligatoire pour répondre a la question posée.
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