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Chapitre 4 — Evaluer ses capacités - Exercice 101

1.a. Avec uy, = 0. (Unité graphique non respectée)

b. D’apres le graphique, on peut conjecturer que la suite (u,,) est croissante
et qu’elle converge vers 1.

¢. Montrons par récurrence que pour toutndeN, 0 <u, <1.

= [nitialisation

Pour n = 0, u, = 0 donc la double inégalité 0 < u,, < 1 est vérifiée pour

n = 0.

= Hérédité

Soit n un entier positif ou nul. Supposons que pour cet entiern, 0 < u,, < 1.
Montrons que 0 < u,,q < 1.

Par hypothese de récurrence, 0 < u,, < 1.

Par hypothese donnée dans I'énoncé, la fonction f est croissante sur [0 ; 2],

donc f(0) < f(u,) < f(1) c'est—é—dire% < Uy < 1.

A fortiori,on abien 0 < u,,,; < 1.
= Conclusion
Pour tout entier natureln,0 < u,, < 1.
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d. Montrons par récurrence que pour toutnde N, u,, <1, 4.

= [nitialisation

Pourn =0,uy =0 etu, = f(uy) = f(0) = %

Donc l'inégalité u,, < u,,, est vérifiée pourn = 0.

= Hérédité

Soit n un entier positif ou nul. Supposons que pour cet entier n, u,, < U, 41-
Montrons que U, 11 < Uyqz.

On sait par hypothese de récurrence que u,, < u,,,4, et par la question c,,
que les termes u,, et u,,, appartiennenta [0 ; 1].

Onadonc 0 <u, <u,;1 <1

Or la fonction f est croissante sur [0 ; 2], donc f(u,) < f(u,+,) c'est-a-dire
Un+1 = Un+1-

= Conclusion

Pour tout entier naturel n, < u,, < u,,,. La suite (u,) est donc croissante.

Conseil

On pouvait aussi penser a étudier le signe de u,,,; — u,, en exprimant cette
différence uniquement en fonction de u,,, sous la forme d'un quotient puis
en étudiant son signe. Mais cette démarche est plus compliquée d’un point
de vue technique que la récurrence mise en ceuvre ci-dessus. Cette
démonstration par récurrence est tres classique dans le cas ou f est
croissante sur un intervalle contenant tous les termes de la suite.

e. On a donc montré que la suite (u,,) est croissante et majorée par 1.
On en déduit qu’elle converge.
De plus tous les termes de la suite appartiennent a I'intervalle [0 ; 1] donc

sa limite # appartient aussia [0 ; 1].
3Up+2

Up+4

On sait que u, ., =
3up+2
Unt+4
Or u, ,, tend vers £ quand n tend vers +oo .

7 by 7 . 3'€+2
Par théoreme d’opérations, tend vers v quand n tend vers +co.

icité imité i 4 30+2
Par unicité de la limité d’'une suite convergente on en déduit que ¢ = Ve
; ; : 30+2
Résolvons donc I’'équation £ = vk

P = 3;:42 P44 =3P+2 P2 +£—-2=0,

Cette équation de degré 2 a pour racines 1 et —2.
Comme £ appartient a [0 ; 1], on en déduit que £ = 1.
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Conseil
Vérifier que ces résultats sont cohérents avec la conjecture graphique de la

. . 310 2 ) = ) o ) .
question 1.b. Dire que £ = “—+4, c’est dire que £ est I'abscisse d’un point

d’intersection de al courbe représentative de f et de la droite d’équation
y = X.

2.0n suppose que u, € [1;2].
a. Pour émettre une conjecture, on s’aide d’'une représentation graphique
des premiers termes de la suite.

Il }
?Uz uz 531 g 2

Il semble que dans ce cas, la suite (u,,) soit décroissante et qu’elle converge
encore vers 1.

b. En se laissant guidé par les conjectures précédentes, on peut élaborer
une démarche calquée sur celle de la question 1.

* Démontrer que pour toutn de N, u, € [1;2]:la démonstration se fera
par récurrence comme a la question 1.c. en utilisant la croissance de f sur
[1;2].

= Démontrer que pour toutn de N, u,,,; < u,, c'est-a-dire que la suite (u,)
est décroissante. La démonstration sera analogue a celle effectuée a la
question 1.d. et utilise la croissance de f sur [ 1; 2].

» En déduire que la suite (u,,) converge vers une limite ¢’ qui appartient a
[1;2].

= Déterminer ' comme en question 1.e. ce qui conduiraa ¢’ = 1.

Conselil

il s’agit d’élaborer une démarche, pas de la mettre en ceuvre. Il suffit donc
de décrire les différentes étapes du raisonnement.
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