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Chapitre 4 - Evaluer ses capacités - Exercice 100

1 5

1. a. u1=§u0+ O—2=—§;
1 14

Uy, =-U 1-2=——;

N 2

u3=§u2+2_2=_;

b. Montrons par récurrence que pour toutn = 4, u,, = 0.

= [nitialisation

Onauy, =§u3 + 3-2 =% Doncu, = 0.

L’inégalité est vérifiée pour n = 4.

= Hérédité

Soit un entier n = 4. Supposons que pour cet entier, on aitu,, = 0.
Montrons que u,,,; = 0.

De u,, = 0, on déduit que %un > 0 d’'une part et d’autre partn — 2 > 2 car
n = 4.

En ajoutant membre a membre ces deux inégalités, on obtient :

iun+ n—22>2 dou u,,; = 0.

= Conclusion

L’inégalité u,, = 0 étant vraie pour n = 4 et héréditaire a partir du rang 4,
est vraie pour toutn > 4.

¢. Montrons par récurrence que pour toutn =2 5,u, =n — 3.

» [nitialisation
553

1
On a ug =5u4+4—2 =Ez2,27.Pourn= 5,onan—3=2.
Donc l'inégalité u,, > n — 3 est vérifiée pour n = 5.
= Hérédité
Soit un entier n = 5. Supposons que pour cet entier, on aitu,, 2n — 3.
Montrons que u,,; = (n + 1) — 3 c'est-a-dire u,,,; = n — 2.

1
Onau,yq = FUn T n—2avecu, 2n—32= 0 donc u,,q4 =n-—2.
= Conclusion
Pour toutn > 5,u, = n—3.

Math’x Terminale S © Editions Didier 2012



d. Ayant pour toutn = 5,u,, = n — 3 avec lim n-3 = +0, on déduit par

N—-+o00

théoreme de comparaison que lim u, =+co.

nN—+oo

2.a. Par définition de la suite (v,),onav,;; = —2u,4; +3(n+1) — 22—1
SOit v, 44 = —2 Gun +n-— 2) +3(n+1) — 22—1

En simplifiant, on obtient v, ,; = —gun = %

On metg en facteur: v, ; = g(—Zun + 3n — 22—1) = gvn pour tout n de N.

- 14 14 - . 1
La suite (v,,) est géométrique de raison >

: 5

Son premier terme est vy = —2uy +3 X0 — 22—1 = —27.
s n 5 n
b. Par propriéteé, v, = v, (%) = —27 G) :
5
Par définition de v, c’est dire que —2u,, + 3n — % = — 2? (5) :
s 25 :

On en déduit que —2u, = — Y (g) —-3n+ ? puis que

5 n
U, =2—(l) +§n+Epourt0utn de N.
4 \3 2 4

0 n 251\ (3 21
C. S,=>Uu,=>) —|—=| + —N——
" kz4@ Z(z 4)

Or: = est une constante par rapport a k donc 2(2 n —%j est une
k=0

somme de n+1 termes tous égaux a n - 24—1
Par conséquent Z(En —Ej = (En —ij (n+1) d’ou
o\ 2 4 2 4

58 (1) (3 21
S, =— —| +|=n——|[(n+1
=535) (G- T e

n+l
1-g™ 25 - (1j 3 21
On sait que Zq = q pourq # 1donc S, = SO L ( n——](n 1)
1- 4 1 2
3

On en déduit que :

sn=E>{1—[1JMJ (3n—£j(n 1)
8 3 2
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2.a. Le sens de variation de la suite (S,,) est donné par le signe de

Sn+1— Sn -

OrS,;1 — S, = u,41 etonsait que u,, = 0 pour toutn = 4 (question 1.b.)
donc u,,; = 0 pour toutn = 3.

On en déduit que la suite (S,,) est croissante a partir du rang 3.

b. Sion trouve un entier n, = 4 tel que u,, = 102, on aura pour tout
n=ny S,=S, =10

Donc n, sera bien un rang a partir duquel S,, > 10*2.

Un algorithme possible :

VARIABLES : n, S nombres
INITIALISATION : n prend la valeur O ; S prend la valeur 1
TRAITEMENT : Tantque S <1012 faire

n prend la valeur n+1

75 i1 P 3 21
S prend la valeur ’y (1 — (5) ) + (En — T) n+1)
FinTantque

SORTIE : Afficher n

Remarque

On pourrait ici déterminer un rang a partir duquel S,, > 102 par le calcul.

2

En effet on peut remarquer que S,, = (%n = 71) (n + 1). Il suffit alors de
résoudre I'inéquation Gn — 24—1) (n+1)>10%2
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