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Chapitre 11 - Exercice guidé page 349

Soient les points A(—2;0;1),B(1;2; —1)etC(—2; 2; 2) dans un repere
orthonormé de I'espace.

1. a. Trois points non alignés définissent un plan. On cherche donc a
démontrer que A, B et C ne sont pas alignés.

ﬁ(3 ;2;—2) et E(O ; 2; 1) ne sont pas colinéaires (en effet, leurs
coordonnées ne sont pas proportionnelles: 2x 1 =2 et3 X 1 = 3 et non 0)
donc les points A, B et C ne sont pas alignés et définissent un plan.

b. Pour montrer qu’une équation du plan (ABC) est 2x —y + 2z + 2 = 0, il
suffit de montrer que les coordonnées de chacun des points A, B et C verifient
I’équation proposée.

2X(=2)—0+2x1+2 = 0doncA(-2;0; 1) appartient au plan
d’équation 2x-y+2z+2=0.

2X1—-24+2%x(—=1)+2=0doncB(1;2;-1)appartient au plan
d’équation 2x —y +2z+2 = 0.

2X(=2)—2+2%x2+2=0doncC(-2; 2;2) appartient au plan
d’équation 2x —y +2z+2 = 0.

Donc 2x —y + 2z + 2 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC).
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2. Pix+y—3z+3=0etP2:x—2y+6z=0.

1ere méthode :

n,(1; 1; —3) vecteur normal a P1 etn,(1; —2; 6) vecteur normal a P2 ne
sont pas colinéaires donc P et P2 sont sécants suivant une droite D.

Le texte propose une représentation paramétrique de la droite D. Il suffit de
verifier que tout point M; (—2;3t — 1;t) (avec t € R) appartient a la fois a P,
etaP,.

—2+@Bt—1)—-3t+3 = 0doncM; €Py;

—2-23t—1)+6t = —2—6t+2+6t = 0doncM; Py

X =-2
Et donc {y = 3t — 1 ,t € R est une représentation paramétrique de la droite D.
z=t

2¢me méthode :

On résout le systeme formé par les équations de P, et P».

x+y—3z+3=0

x—2y+6z=0

{ x=—-y+3z—-3 @{x=—y+32—3 { x=-—2
—y+3z—3—-2y+6z=0 —3y=-9z+3 y=3z—-1

M(x;y;z) EP, NP, @{

Donc P1 et P2 sont sécants suivant une droite D. En posant z = t, on obtient
x=—2
une représentation paramétriquede D:jy =3t —1 ,t € R.
z=t

3.1(0; 3;1) est un vecteur directeur de D.

n(2; —1; 2) est un vecteur normal a (ABC).

U-n=-3+2=-1et-1# 0 d’ou U et 7 ne sont pas orthogonaux et donc D
n’est pas parallele a (ABC).
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On cherche le réel t tel que M¢ (-2 ; 3t-1; t) € (ABC) c’est-a-dire tel que
2X(=2)—@Bt=-1)+2t+2=0.
On trouve t = -1 et donc D coupe (ABC) en K(-2; - 4; -1).

Remarque

On peut aussi résoudre directement le systeme formé d’une équation de (ABC)

et d’une représentation paramétrique de D.

M(x;vy;z) € Dn (ABC) si et seulement si il existe un réel t tel que
2x—y+2z+2=0

X =-2
y=3t—-1
z=t
2x (=2)—(3t—1)+2t+2=0 t=-1
. , . . = =2 L lx=-=-2
Ce systéme équivaut 2 x soit &
y a y=3t—-1 y=-—4
z=t z=-1

Et donc D et (ABC) sont sécants en K(-2 ; —4 ; -1).

4. a. Méthode : la sphere de centre () et de rayon r est I'ensemble des points
de I'espace situés a la distance r de ().

On cherche s'’il existe des points de D appartenant a la sphere § de centre
Q(1;-3;1)etderayonr=3.

M (-2;3t-1;t) e S © OM, = r © QOM,* = r?
S (-2-1)%2+@t—-1+3)?+(t—1)? = 32
S 949t2+12t+4+t*—-2t+1=9
& 284+ 2t+1=0.

Cette équation du second degré n’a pas de solution car le discriminant A est
négatif (A = 4 — 8 = —4). Donc D ne coupe pas la sphere S.

Remarque

L’intersection d’une droite et d’une sphere peut étre :
- soit formée de deux points,
- soit réduite a un point,
- soit vide.
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En effet, comme dans le cas de cet exercice, rechercher les points communs
éventuels entre une droite et une sphere revient a résoudre une équation du
second degre.

b. Méthode : il suffit de démontrer que la distance du point Q) centre de la
sphere au plan (ABC) est égale au rayon de la sphere.

Pour cela on calcule d’abord les coordonnées du projeté orthogonal H de
Q sur le plan (ABC).

QH est colinéaire a n(2;-1; 2) vecteur normal a (ABC) donc il existe un

xy—1=2t
réel t tel que QH = t7i soit tel queiyy + 3 = —t c'est-a-dire tel que
zy—1=12t
xg =1+ 2t
Yn=—3—t
Zy =1+12t

Et H appartient au plan (ABC) d’équation 2x —y +2z+2 =0, d’ou
2xy — Yy +2zy+2=0s0it2(1+2t) = (-3—-¢t)+2(1+2t)+2=0.

On obtient: 9t = —9 soitt = —1. Etdonc H(—1; —2; —1).

QH=/(-1-1)2+(-2+3)2+(-1-1)?=+v4+1+4 =3=r rayonde
S donc le plan (ABC) est tangent a la sphere S.

Remarque
Si on note d la distance entre le centre Q d’une sphere § et un plan P (c’est-a-
dire la distance entre Q et le projeté orthogonal H de Q sur P), on peut conclure
sur la position relative de S et de P en comparant d et le rayon r de la sphére S.
e Sid < r,alors lasphere § et le plan P sont sécants suivant un cercle.
e Sid =r,alors lasphére S et le plan P sont tangents en H.
e Sid > r,alorslasphere S et le plan P n’ont aucun point commun.
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