Chapitre 5 — Exercice guidé page 169

1.a. Calculons AX + C:

AX+C=1]0,25 05 0,25 [ ]
10,25 0,25

05><16+025X20+025><12]

0,5 0,25 025”

=10,25%x164+0,5x 20+ 0,25 x 12
10,25 %X 16+ 0,25 x 20+ 0,5 x 12

3]

16 0 16
douAX+C=|17|+]| 3 | =]20]| c'est-a-dire AX+ C=X.
15 -3 12

1.b. e Montrons que pour toutn de N, Yp+1 = AY,.
Yn+1 = Xu+1 — X par définition de (Yx).

Or Xn+1 = AXyn + C (1) par définition de (X») et X =AX + C(2) parla
question 1.a.

Par différence membre a membre de (1) et (2), on déduit que
Xn+1 — X = AX, - AX, ce quis’écrit encore Xn+1 — X = A(Xn - X) soit Yps1 =
AYp.

e Par une récurrence immédiate, pour toutn de N, Y, = A"Y, (*)

Autrement dit, pour tout n de N, X, - X = Ar(Xo -X)
ce qui donne X, = A"(Xo - X) + X.

(*) On peut mettre en forme cette récurrence :
@ Initialisation : Montrons que I'égalité est vraie pourn = 0.
Pourn = 0,ona Y, =Yo et dautre part, A"Yo = A%Yo = [3Y0o = Yo

L’égalité est donc vérifiée pourn = 0.
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@ Hérédité : Soit n un entier supérieur ou égal a 0.
Supposons que pour cet entier on ait Y, = A"Yo.

Alors Yn+1 =AY, = A A"Yo par hypothese de récurrence. Donc Yn+1 =
Ar+1Y( ce qui démontre I'hérédite.

® Conclusion : pour toutn = 0, Y, = A"Yo.

0,5 025 0,25 1 0 0
2.a. B=4A-21= 4[0,25 0,5 0,25] -2 [0 1 O]
0,25 025 0,5 0 0 1

2 1 1 2 0 0 0 1 1
B=|1 2 1|-]0 2 0O|=|1 0 1].

1 1 2 0 0 2 1 1 0

b. e Calculons B?et 2] + B:

0 1 1110 1 1 2 1 1
1 0 111 0 1|=J1 2 1

1 1 0111 1 0 1 1 2
2 0 0 0 1 1 2 1 1
2+B= |0 2 O|+|1 O 1|=|1 2 1].
0 0 2 1 1 0 1 1 2

On constate que B* = 21 + B.

e Montrons par récurrence que pour toutn = 0, il existe des réels a,, et 5,
tels que An=a,1+ B,B.
@ Initialisation : Montrons que ceci est vrai pourn = 0.

Pourn =0,onaA?=1 donc A= a,l + fyBaveca, =1letf,=0

@ Hérédité : Soit n un entier supérieur ou égal a 0.
Supposons que pour cet entier on ait A? = a,1 + S,B.

Alors Am1=ArA = (a,l + [,B)A par hypothese de récurrence

Or B = 4A - 21, donc A=§B+§I.
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Par conséquent, A™*l = (a,1+ (,B) G B+ %I) En développant,
1 1 1 1
Antl= Z(ZnB + Eanl + ZﬁnBz + E'BnB

En remplacant B? par 21 + B, on obtient

A= @B+ -yl + Bl + ;BB +2B,B

1 1 1 3
Amtl = (Ean + E,Bn) [+ (Zan + Z,Bn)B
On adonc bien A1 = a, .41+ B,+1Bavec a,,1 = %a’n + %,Bn et
Bri1 = ian + Z,Bn. L’hérédité est donc établie.

@ Conclusion : Pour toutn = 0, A» = a,,1 + 8,,B avec les suites («,,) et (8,,)

telles que ay, = 1 et f, =0 et, pour toutn deN, a,,,; = %an + %,Bn et

1 3
,Bn+1 = Zan + Zﬁn

a
3.a.0nsaitque Ups1 = ﬁnﬂ]
n+1

Za, +-P >

27 2P 12 2
OnadoncUna = 1, +§,3 |1 4 [,Bn [025 075] [,Bn

4 T 4Fm 4 4

Ceci s’écrit encore Up:1 = M U, . On en déduit par une récurrence immeédiate
que pour toutn de N, U, = M"U,.

b. Calculons MV et MW

MV'= [025 075“1] [00231835 [1] .

21 [ =2X05+0,5 0,5
MW = [025 075“ |= [z><025+075 [025]

let i sont des valeurs propres de M.
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c. M admet pour autre valeur propre u=1let= i

Alors M = PDP-1 avecD = [’6 [0 o 25] etP=[V W] = H _12]

On a alors pour toutn = 1, M? = PDP-1 PDP-1....PDP-1 ou P-1P = 1.

Donc M” = PDIDI...DIP-1 = PDD...DP-1 = PD"P-1,

d. P a pour déterminant 1x1 - 1x(-2) = 3,donc P-! =§ _11 ﬂ (propriéteée

3 page 130).Comme D est diagonale, on sait calculer D~ :
1Tl
B [ 0 0,25"] B [0 0,25”]'
n—ppmp1— 1[1 =211 0 1 2 :
On a alors M» = PD"P . [1 1 ] [0 0,25,1] [_1 1] , Soit

1[1 —ZXO,ZS”][ 1 27_1[1+2x0,25" Z—ZXO,ZS”]
0,25" 11 s 1-0,25" 2+0,25"

e. Comme 0 < 0,25 < 1, la limite de 0,25™ est 0 quand n tend vers +oo, donc

Mn tend vers la matrice - ] Comme U, = M"Uy, on en déduit que U,

il

e I [N T

W= W=

Par conséquent U, tend vers ||, ce qui signifie que les suites (a,,) et (5,)

W= W=

.1
ont toutes deux pour limite 3 quand n tend vers +oo,

4. Les suites (a,,) et (£,,) ont pour limite g, donc A" tend vers % (I+ B).

De X, = A"(Xo - X) + X, on déduit que X, tend vers é(l + B)(Xo - X) +X.
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Calculons % (I+B)(Xo-X) +X:

1 0 0] [0 1 1 1111
010+101)=—111

0 0 11 11 1 O

12 16 [—4]
Xo-X=[16|—120| =|—4|, donc
10 12

§(1+B)=§<

) L 1 1 1114 ) -10
S(+B)(Xo-X)==|1 1 1|[-4|=2|-10] et
1 1 111-2 -10
38
) L [—10] 16 530
S+ B)(Xo-X) +X =|-10|+[20] = |3
—10] l12] |z
ﬁ_
3
Dire que X, tend vers % signifie que les suites (pn), (qn) et (r») tendent
26
38 50 26

respectivement vers —,—, —.
3 3 3

Math’x Terminale S © Editions Didier 2012



