didlel

Chapitre 5 - Exercice guidé page 168

1. On peut compléter le graphe fourni dans I’énoncé en indiquant les
probabilités au-dessus de chaque fleche.

Pour cela on sait qu’étant a une page donnée, le choix de la page suivante se
fait aléatoirement entre les pages possibles.

On obtient donc le graphe probabiliste suivant :

(D )

P12 = 015

p3z =1

p21 = 0,5 P23 = 0,5

M=|P21 P22 P23 05 0 0,5

P11 P12 P13] [O 0,5 0,5]
P31 P32 P33 0 1 0

2. Par énoncé P, = (P(X,=1) P(X» =2) P(X.=3))
Or,pourn = 1,etpouri =1,2 ou3

P(Xn=10)=Px,_,-1)Xp =1) X P(Xy_1 =1)
+ P, =2 Xn = 1) X P(X;-q = 2)
+ Py, =3y (K = D) X P(Xpy = 3)
Donc

P(Xn=1) =p1; PXp—1 = 1) + p2iPXp—qg = 2) + p3; PXymq = 3)
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ce qui se traduit sous forme matricielle par
(PX,=1) PXn=2) PX,=3))=

P11 P12 P13
(P(Xn1=1) P(Xn1=2) P(Xn1=3)) |P21 P22 D23
P31 P32 P33

c'est-a-dire P, = Pn.1 M. Par une récurrence immeédiate, on en déduit que
pour toutn = 0, P, = Po M~

0,5 0571 1 2
3.a.Q= PlMP—l[ —2 —6”05 0 05][ 1 —4]
1 -2 4

On peut calculer Q ala main ou a la calculatrice.

e Ala main:

4 8 610 05 05 4 8 6
[8 —2 —6”0,5 0 0,5]= [—1 -2 3]

3 =3 0 0 1 0 -1,5 1,5 0
donc
4 8 6110 05 0571 1 2
8 —2 —-6{(|05 0 05|11 1 -4
3 =3 01LO 1 oll1 -2 4.
4 8 6111 1 2
=|-1 -2 3||1 1 -4
—-1,5 1,5 0ll1 -2 4
18 O 0
=10 -9 18
0] 0 -9
) 18 0 0 1 0 0
d’oilQ=P'1MP=E 0O -9 18|=10 -05 1 |
0 0 -9 0 0 -0,5
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e A la calculatrice :

On entre P en matrice A :

H | 2 E |
I[-l I E]
[ | | -4
E | | [ u
R-OPJROLICOL JIEF
On entre M en matrice B :
E | [ E |
I[ 1] 0.5 I].E]
d 0.5 1] 0.5
3 i N 0
R-OPJROLICOL JISH
On calcule A-1BA :
Mat. B~ 1xMat. BxMat A
1 5 5
H -H.5 1
0 5 5 -A.5
MatM:LIDet | Ten AU IR
1 0 0
OnadoncQ = [0 —-0,5 1 ]
0 0 —05

On vérifieque Q=D + T.
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3.b. On calcule DT :

1 0 0 0O 0 0] [0 O 0
DT=|0 -0,5 0 0 0 1|=[0 0 -0,5]
0 0 —-0,5110 0 ol Lo O 0

On calcule de méme TD et on observe que

00 0 )
DT=TD=0 0 -05|= —-T.
00 0

0O 0 0110 0 O 0O 0 O

On calcule T? = [0 0 1] [0 0 1] = [0 0 O] donc T? = 03, matrice
0 0 0ollo 0 O 0 0 O

nulle.

c. Démontrons ce résultat par récurrence :

@ Initialisation : Montrons que I'égalité est vraie pourn = 1.
Pourn=1,0onaQ"=QetD*+ n(-0,5)"1T=D+T.

Comme Q =D + T, on a bien I’égalité Q" = D™ + n(—0,5)""! T pourn = 1.

@ Hérédité : Soit n un entier supérieur ou égal a 1.
Supposons que pour cet entier on ait Q" = D™® + n(—0,5)""1 T.

Montrons que Q**? =D"*1 + (n+ 1)(-0,5)"T,

Q™*! = Q"Q donc par hypothése de récurrence,

Q" = D"+ n(-05"tTT)(D+T)

Q**t =D**1 + DT + n(-0,5)""'TD + n(-0,5)""1T2
Or on a montré que TD = —0,5 T et T? = O3, donc
Q**tt =D"! + (n+ 1)(—0,5)"T, ce qui démontre I’hérédité.

® Conclusion : pour toutn > 1,Qn= D" + n(—0,5)""1T.
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d. PQP1 =P (P-IMP)P-1=M car PP-1 = P-1P=13

Alors pour toutn > 1, M» = MM...M = PQP-1PQP-1.... PQP1, ou PP1 =],
matrice unité d’ordre 3.

Donc M” = PDIDI...DIP-1 = PDD...DP-1 = PD"P-1

e. Ona Q"=D" + n(—0,5)""1 T. Or D est une matrice diagonale donc

1 0 0 0 0 0
Dn:[o (=0,5)" 0 ]etn(—O,S)”_1T= [0 0 n(—o,5)n].
0 0 (=0,5)" 0 0 0

1 0 0
Par conséquent, Q" = [0 (—=0,5)" n(—O,S)"],
0 0 (—0,5)"

Quand n tend vers +oo, (—0,5)" tend vers 0 car —1 < —0,5 < 1.

De plus |n(—=0,5)"| = n 0,5" = n e®n05) = pe=nin2 — % Ne™" avec

N = nln 2 qui tend vers +o..

Par le théoréme de croissance comparée, Ne™" a pour limite 0 quand n tend
vers +o0. Donc n(—0,5)" a pour limite 0 quand n tend vers+co.

Par conséquent, quand n tend vers + oo, Q" a pour limite la
1 0 0

matrice [0 0 O].
0 0 O

De M" = PQ"P-1, on déduit que, quand n tend vers +co, M? a pour limite

1 0 O L 1 1 2111 0 0]4 8 6
P[O 0 0]P‘1=E[1 1 —4”0 0 0”8 -2 —6]
0 0 O 1 -2 4110 0 013 -3 O

1 0 0
b g ik 3
1 0 0

4 8 6 2 4 3
[486] [243].

4 8 6 2 4 3
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2 4 3
Donc, quand n tend vers +0o, M" vers Mo, = 5[2 4 3].

4. Soit P o = (a b c)I'étatinitial avec a, b, c réels positifs de somme 1.

Alors P, = PoM” donc P, tend vers (a b ¢)Mo

) 2 4 3
Or(a b c)Mo =;(a b c) [2 4 3]
2 4 3

=2 (a+2b+2c 4a+4b+4c  3a+3b+3c).
Commea+b+c=1,
(@b M=z (2 4 3).
P, tend donc, quand n tend vers +oo, versg (2 4 3),cequisignifie que
P(X» = 1) tend vers %, P(X» = 2) tend vers g, P(X» = 3) tend vers %,

C’est donc la page 2 qui est la plus probable apres de tres nombreux clics.
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